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Le but de la théorie des systemes asservis est de commander un systéme physique en
respectant un cahier des charges spécifiant les contraintes de stabilité, de vitesse et précision.

Ce cours aborde les méthodes d’asservissement par retour d’état.

IMPORTANT : Tous les points vus en cours ne sont pas nécessairement repris dans ce
document.

I. Notion d’état d’un systeme

Définition : le vecteur d’état X (¢) = (x;(¢),x, (¢),...,X,, (t))T représente 1’état d’un systéme si et
seulement si a chaque instant ¢, X(#y) « résume » tout le passé du systéme. Ainsi, a partir de

X(tp) et de la connaissance des e entrées U (¢) = (u;(t),u,(),...,u, (t))T entre les instants 7 et
t, il est possible de déterminer de fagon univoque X(7).

I.1. Equations d’états

Le systéme est caractérisé¢ par un systéme d’équation différentielle matricielle du premier
ordre :

X'() = AX(¢) + BU(t)
Y(t) = CX(t)+ DU(¢)

On a les définitions suivantes :

X(t): vecteur d’état de dimension (7,1)

U(t) : vecteur de commande ou d’entrée (e,1)

Y(¢): vecteur d’observation ou sortie (s,1).

: matrice d’évolution libre du systéme (n,n)

matrice d’application de la commande (n,e)

matrice d’observation du systéme (s, n)

matrice de transmission directe de la commande (s,e).

SO~

Par exemple, le systéme suivant donne les différents parametres d’un systéme pour lequel
e=2, n=4 et s=3.



x'"(O| |an an ai ay | | x@ | (b by
X' e an axp an | 1 %0 by by _{61(1‘)}
x3'(0) | |a3 azm az azg | | x3()| | by b3
x4'(0)] |aar aay asz ags| | x4@O)| [bay Dy

»1 (@) €11 €2 €13 Ci4 (@) dy dy e (t)
2 |
Vo) |=|ca1 € €3 Coa | +ldy dpy [ }
x3(%) e, ()
y3(2) €31 C3p €33 C34 dy; dx
x4 (1)

I.2. Changement de base

Les n variables d’états ne sont pas uniques : il existe d’autres vecteurs d’états, parfois plus
pratique a manipuler.

Théoréme : Si X est un vecteur d’état, alors X =7 "X, ou T est une matrice (n,n) régulicre
(det(T)# 0, ou encore T lexiste et 777! =777 = Id ) est lui aussi un vecteur d’état du
systeme.

Les nouvelles équations s’écrivent :

A=T7'4T
X'=AX +BU B=T"'B
_ _ avec <
Y=CX+DU C=CT
D=D

Démonstration : on considére le systéme initial :

X'=AX + BU
Y=CX+DU

soit en multipliant la premiére équation par T 1 et en remplacant X par
X=T-T'X=T-(T"'X)=TX, on obtient :

0

gX =T '4ATX +T7'BU
Y =CTX + DU



I1. Solution des équations d’états

I1.1. Définition de eAt,

Définition : on appelle e I’exponentielle de la matrice 4 défini par :
+00 Ak

!
k=0 ¥!

€A=

On en déduit que ¢! définit une matrice dont les éléments sont fonctions du temps avec :

oAl =
X0

La matrice e’ étant une fonction du temps, il est possible de définir sa dérivée.

Dérivé de e4?

i » _i +ooAktk _+ooi Akl‘k _+ooAktk—l ~ +ooAktk ~ ot
dt(e )_dt[z Iz ]_Zdt( Kl _Z(k—l)!_AZ oA

k=0 k=0 k=1 k=0

On en déduit que el X est solution de I’équation différentielle X'(¢) = AX (¢) ayant comme
condition initiale X(=0)= X, (il s’agit, en fait, de la généralisation du cas monodimensionel

dans lequel I’équation différentielle x'(f) = ax(¢) admet la solution x(z) = xye®).

Propriétés de d(f)=e4!

®(0) = Id
D'(1) = AD(t) = D(() 4

O(ty —1))D(t) —1y) = D(t, — 1)
Dt —1y) " =Dty — 1))

La matrice ®(¢ —¢() est appelée la matrice de transition entre ¢ et #,.

I1.2. Calcul de ®@(r)=eAt

Il existe plusieurs méthode pour calculer 1’exponentielle d’une matrice : utiliser la forme
diagonalisable ou a défaut, de Jordan, décomposition de la matrice en élément simple



a) Forme diagonalisable et forme de Jordan

Ay 0 .0
. . . 0 A .. O
Si A est une matrice diagonale 4 = , alors
0 0 A,
M0 0
Aot
oAl — 0 e 0
0 0 et
2 1 0 0]
0 A 0
Si A est une matrice Jordan 4={0 0 A 0|, alors
1
10 0 0 A
i 2 n-1 ]
1 L !
2! (n-1)!
tn—2
0 1 ¢ '
oAt — M (n—2)!
tn—3
0 0 1
(n—3)!
100 0 1]

b) Décomposition de la matrice en somme d’éléments simples

Propriété : si4 = B + C, alors el = Bl

A A0
application: On considére la matrice A= ® =B+Cavec B-= et
-0 A 0 A
o ]
C= :
-0 0

At t 1 t
Ona e® =|° 0 et e = CO'S((D ) sin(on) (voir TD 1)
0 eM —sin(mw?) cos(wt)

On a donc e =M )
—sin(wt) cos(w?)

cos(w?) sin(o)t)}

Exercice : utiliser cette propriété pour calculer I’exponentiel d’une matrice de Jordan.



¢) Changement de base

I1 est parfois plus facile de changer de base pour calculer 1I’exponentiel d’une matrice. Soit T
la matrice de passage, on a :

A=T7taT
alors

oAt TeZ tp-l
En particulier, si 4 est diagonalisable, on calcule elen passant par la forme diagonale :
A =A=diag(\,....,\,).

Si 4 n’est pas diagonalisable, on utilise alors la forme de Jordan.

I1.3. Transformée de Laplace de ®(7)= et

L’opérateur de dérivation revient a multiplier par 1’opérateur p dans le cas monodimensionel.
On peut généraliser pour les matrices.

X()= e = X'(0)= AX (1) = pX(p)~ X, = AX(p)
On a donc :

X(p)p-1d—A4)= X, avec Xy =X(0)=e" =1d
soit :

X(p)=(p-1d—4)"

Remarque : dans le cas monodimensionel, ona L(e®) = !
p—a

) Ao

Exemple : Si 4 = ,on aalors :
-0 A

-1

— % -
(p-ld—A)‘l{p ? } =%{p w}
-—® p-A (p-N)"+0" | ® p—A

I1.4. Stabilité

Par définition, le systéme est stable si et seulement si la matrice d’évolution libre A
vérifie e! = Oquant 1 — .

Théoréme : le systéme est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A (les racines
de det(pI-A)) sont a parties réelles strictement négatives.



IL.5. Résolution de I’équation différentielle

On montre que 1’équation différentielle :

X'(t) = AX(t)+ BU(t)

admet une solution entre les instants ¢, et ¢ qui se décompose en une somme de deux
fonctions : la réponse libre X; ne dépendant que des conditions initiales Xy a I’instant ¢ et une
réponse forcée Xyne dépendant que I'entrée U(#) du systeme :

XO) =X, () +X (1)

La réponse libre est la solution de [I’équation différentielle d’évolution libre
X', (t) = AX,(¢)ayant comme condition initiale X, (¢,) = X, . Elle s’exprime par :

X,(1) = 070 x,

La réponse forcee est solution de I’équation differentielle X ,'(¢#) = AX (1) + BU(¢) ayant

comme condition initiale X", (7)) = 0. Elle s’exprime par :

t
X,p(t)= J.eATBU(t —1)dt

)

La réponse forcée correspond a la convolution entre ’entrée du systeme et la réponse
impulsionnelle du systéme.

I1 est commode de définir les réponses libres et forcées du systéme en termes de modes. Pour
simplifier, on se place dans le cas ou la matrice 4 est diagonalisable.

a) Réponse libre

On considere la base T = (o;,0,,...,0,,) des vecteurs propres de la matrice 4. Dans cette base,
la matrice 4 =diag(\;,...,A,) est diagonale. En effet, pour tout & entre 1 et n, on a:

A'Gk :kkck.

On vérifie que F; (t):ex"(t_t‘))ck est solution de I’équation d’évolution libre
X' (1) = AX, ().

Soit (¢;,¢5,...c,) les coordonnées de X, dans la base 7", alors la réponse libre sécrit :

n
'soit X = chck ou encore, en posant CZ(CI,CZ,...,CH)T , Xog =T -C& C= T_I.XO
k=1



n n
PAGEDNAAGE zckek(t_t())ck
i P

Les vecteurs propres correspondent aux modes d’excitations du systéme. Ils peuvent étre
excités indépendamment les uns des autres en fonction des conditions initiales.

b) Réponse forcée

De méme que pour la réponse libre, il est possible de décomposer 1’application de la
commande BU(t —t)sur la base 7. On écrit alors :

n
BU(T—Z) = ch(T—t)Gk
k=1
La réponse forcée s’écrit alors selon les modes du systéme par :

X () = Z(f ¢t (r—t)e“drjck
k=1N "

De nouveau, les modes sont découplés et excités indépendamment les uns des autres. Cette
fois-ci, par I’intermédiaire du produit entre la matrice d’application de la commande et la
commande elle méme. Il est donc possible qu'un, ou plusieurs modes, ne dépendent pas de
I’entrée : on dit qu’ils sont non contrélable (ou non gouvernable).

¢) Calcul de la sortie

Elle se décompose elle aussi en terme de sortie libre et sortie forcées mais elle est obtenue par
I’intermédiaire de la matrice C d’observation de I’état.

I1 est possible, en fonction de C, que des modes existant dans X(#) n’apparaissent pas dans la
sortie (C -, =0). Ces modes sont dits non-observables.



II1. Conversion état transfert

I1 est possible de passer d’une représentation « modele d’état » d’un systéme automatique, a
sa représentation « fonction de transfert », et réciproquement.

II1.1. Conversion transfert-état

a) Blocs du premier ordre

Si un diagramme représentatif de transferts interconnectés ne comporte que des intégrateurs et
des blocs du premier ordre, on prend, comme vecteur d’état, la sortie de chaque bloc.

b) Fonction de transfert - forme commandable

On considére un systeme de fonction de transfert

b =l ip "2, +bp+b
H(p)= n-1P n-2P 1P T 0o

n n—1 n-2
P +an_1p +an_2p +...+a1p+a0

Soit Y(p)=H(p)U(p)

Montrons que le schéma suivant correspond a la méme fonction de transfert

u n De— ------- < n
a, 7P a,3 a ag
T B [ENENE
b0 b3 [ O P 2
------- ® S—>

En effet, on a, par récurrence,

2 n—1
pPxy =Xxg, P Xp=X9, P X1 =X

Le premier intégrateur de la chaine nous donne donc la relation :



1
xo = —(u—a, 1Xg —a, yX...— X, 3 = apX, 1)

Ou encore, en combinant les deux dernieres équations :

1

n _ n— n-2
D Xy =u—au1p Xy —Aay2pP Xp-1--— A1 PXy1 — ann—l)

soit :

N u

n—-1 — _ _
p"+a, p" 1+an_2p" 2 +..=aqp+a
En rappelant que :
_ 2 _ n—1 _

pxy =Xxp, p X3 =Xp, P Xn—1 = X0>

on obtient :

by P by p" b p+b

n n—1 n-2
p +an_1p +an_2p +...+a1p+a0

On retrouve bien la fonction de transfert. On en déduit la forme canonique de
commandabilité :

0 0 |,B=|0|,C=[p,y b,, .. b by], D=][0]

I1 est possible, en choisissant un changement de variable plus complexe, d’obtenir la forme
canonique d’observabilité :

0 0 .. 0 =—a | 1]
O —al 0

A=|10 1 .. 0 -a, |,B=|0,C=[y; v3 - vuuq ».]s D=[0]
0 0 . 1 —a,] 0

avec les y; représentant les n premiers termes de la réponse impulsionnelle du systéme.

En pratique, nous verrons que la forme d’observabilité est une forme intermédiaire que I’on
utilise pour déterminer la forme de commandabilité.

10



I11.2. Conversion état — transfert

a) Méthode par transformée de Laplace

En utilisant la transformée de Laplace, 1’équation d’état devient :

{pX(p)—Xo = AX(p)+BU(p) ___ | X(p)=(pl—-4)'BU(p)+(pl - 4)" X,
Y(p)=CX(p)+DU(p) Y(p)=CX(p)+DU(p)

En réunissant les deux équations, ont obtient :

¥(p) = C(pr - )7 B+ D (p)+ C(p1 - 47 x,

Le premier terme de 1’équation correspond a la réponse forcée, le deuxiéme terme a la
réponse libre. La fonction de transfert matricielle entre U et Y est donc la matrice H de
dimension (s,e) définie par :

H(p)=C(pI-A)'B+D

Chacun des termes /;; (p) est une fonction de transfert rationnelle indiquant la relation entre la

iieme gortie et la jiéme entrée.

Notez que le calcul fait intervenir I’inversion formelle de (p/-4). La méthode d’inversion pour
les matrices de dimension 2 et 3 est donnée en annexe.

b) Passage par la forme commandable

11



IV. Systemes échantillonnés

Il faut réadapté les premiers chapitres aux systemes a temps discret et distinguer les
particularités introduites par 1’échantillonnage. Les chapitres suivants s’appliqueront alors
indifférement aux systémes continus et discrets.

IV.1. Equation d’état.

Elles se rapportent a un systéme dont I’entrée et la sortie n’évoluent qu’a des instants fixes kT
(T période d’échantillonnage). On pose alors U(kT) = Uy, Y(kT) = Y}. Le vecteur d’état X, est
lui aussi discret. Il vérifie I’équation d’état discrete :

Xk+l ZFXk +GUk
Yk ZPXk +QUk

Remarque : la dérivation est remplacée par I’accroissement d’un pas sur la suite récurrente.

IV.2. Discrétisation de I’état continu

Considérons un processus continu G caractéris€é par son équation d’état. On place ce
processus entre un CNA bloqueur et un CAN afin de générer 1’asservissement par un
calculateur numérique :

Systéme discret Q
/v Y
1 1
f eI ? fe I ?
U
k CNA | U® Y(9)
| 3 G [—» CAN >
Bloqueur ‘
‘ Calculateur
C
onsigne » Numérique B

X
On cherche la relation entre les équations d’état de G et celle du systéme discret Q.

A Dinstant k7, le systéme est dans 1’état X(kT)= X}. Entre kT et (k+1)T, D’entrée U(t) est
constante et vaut U(¥)=U; (effet du CNA bloqueur). Il est donc possible de résoudre le
systeme. On obtient :

12



(k+D)T
Xpop = X((k+1)T) = AK+DT=AD) 4 [ AT =D By, i
kT

T
Xia ZeATXk +{JeAeBd6]Uk,avec 0=>Gk+DT -1
0

T
Soit, F=e4T et G = j 19 Bao

0
Pour I’équation d’observation, on a :

Y(t) = CX(t)+ DU(t) = Y(kT) = CX (kT) + DU(kT) = Y, = CX; + DU,

Soit P=C et Q=D.

IV.3. Calcul de la matrice G

z Tyoo igi +00 ini 400 gimi+l
G=jeAeBde= jz—dAl_e 0|B= ZITA.GZ o0lp - ZA.T’ B
0 0i=0 i i=0 0 i=0 @+1!

a) Cas ou 4 est inversible

Onaalors G = A_l(eA’ —[)B

b) Cas général

Dans le cas général, le calcul de G passe par le calcul d’une matrice intermédiaire.On génére
A B

) , Ou encore :
zeros(e,n +e)

la matrice AB par la concaténation des matrices 4 et B: AB = {

< > « |
A
" A B
v
A
e Matrice de zéros
v

13



4> 4B

zéros(e,n)

A" A”_IB}

, et par récurence que AB" =
zéros(e,n)

On montre facilement que 4B = l:

At
On en déduit facilement que e1B = ¢ G )
zéros(e,n) Id(e,e)

IV.4.Résolution des équations d’états discrétes

a) Régime libre

La solution de X ]l{ .1 = FXavec X comme condition initiale est immeédiate :
/ k
X, =F*Xx,

Théoréme : le systéme est stable si et seulement si les valeurs propres de F sont strictement
inférieures a 1 (les valeurs propres de F sont les solutions de det(z/ — F)).

Remarque : il s’agit de la généralisation du cas discret.

b) Réponse forcée

Elle est donnée par 1’équation de récurrence :

k

S k—i

Xiy1 = Z FTGU
i=1

14



V. Commandabilité et observabilité

V.1. Commandabilité

Définition : un systéme est dit commandable s'il est possible, par l'action des entrées sur une
durée finie, d'amener le systéme dans un état quelconque.

Considérons 1'évolution de I’état d'un systéme discret en fonction des entrées Uy, U, ...
U,1.0na:
X, =A4’X,+BU, + ABU,

X; = A>Xy +BU, + ABU, + A’BU,,
X,=A"Xy+BU, | +ABU, 5 +..+ A" *BU, + A" 'BU,

Le systeme est donc commandable s'il existe une séquence d'entrée U,,U;...U,_tel que :

X,-A"Xy=BU, +ABU, 5 +..+ A" *BU, + A" 'BU,

I1 est possible de mettre le deuxieme terme sous forme d'équation matricielle :
X,-A"X,=CoU

avec Co, la matrice de commandabilité défini par
Co=|B 4B 4B .. 4"'B]

et
u=wr,ur, . ul, uH’

n—1>%~ n=2»-"

Théoréme : L'équation (1) a une unique solution U quelque soit si et seulement si la matrice
Co est de rang n. De plus, s’il existe plusieurs solutions, la solution d’énergie minimale est

-1
donnée par : U = Co” -(Co-CoT) (X"-4"X,).

V.2. Observabilité

Définition : un systéme est dit observable s'il est possible, par la connaissance des entrées et
des sorties du systeme sur une durée finie de déterminer son état initial.

Considérons 1'évolution de la sortie d'un systeme discret en fonction des entrées Uy, U, ...
U,1.0na:

YO = CXO

Y, =CAX,+CBU,

15



Y, = CA* X, + CBU, + CABU,
Y; = CA* Xy + CBU, + CABU, + CA*>BU,,

Y, =CA" Xy +CBU, | +CABU, 5 +..+CA">BU, + CA"'BU,
Si les entrées et les sorties sont connus, alors les termers CA’ BU; peuvent-étre calculé. Il est

donc possible de faire I’hypothése que 1’entrée Uk est toujours nulle. Dans ce cas, le probléme
d’observation se rammene a la résolution de 1’équation :

CA

avec Obs, la matrice (n-s,n)d’observabilité définie par : Obs = CA* |et Yle vecteur

i

d’observation définit par Y = (Y, .y, ... Y, ) =| 1,

n

L’¢équation a une solution unique si et seulement si la matrice Obs est de rang n.

16



VI. Commande par retour d'état

VI1.1. Forme commandable

Pour effectuer I'asservissement par retour d'état d'un systéme mono-variable, il faut d'abord
mettre les équations d'état sous forme canonique commandable. Si la fonction de transfert
G(p) du systéme est connue, la forme canonique commandable est obtenue directement. Dans
le cas général, il faut effectuer appliquer la méthode décrite précédemment.

VI.2.Asservissement par retour d'état

On suppose, dans un premier temps, que I'é¢tat X est directement observé. On peut alors
construire un retour d'état selon le schéma suivant :

Y
4 - Ul gX=4Xx+BU |
A Y=CU
W X
G:[gb g29""gn] <

avec g=p pour un modele continu et g=z pour un mode¢le discret et G une matrice ligne de
gain. Le scalaire I est donc égale a :

X
X n
2
W=[g,82:8nl" :Zgi'xi
-] &
X

n

Les équations d'état du systeme en boucle fermée s'écrivent alors:

gX =(A-BG)X + BV
Y=CX

On cherche le vecteur de gain G tel que la matrice d'évolution libre du systeme asservi
A— BG soit stable et rapide.

a) Choix des poles du systéme

17



Pour obtenir un systéme asservi stable et rapide, on fixe a priori la position des pdles du
systtme que 1'on souhaite obtenir. Cela détermine le dénominateur D(p) de la fonction de

transfert H(p) du systeéme en boucle fermée.

D(p)=p" +d, p" " +..+dp+d,

b) Cas de la forme commandable

Dans le cas ou la forme est commandable, on a directement :

- ay1 —ay2
1 0
A—-BG = 0 1
L0 0
soit
- (an—l + gl)
1
A-BG = 0
0

0
0

_(an—Z +g2)

0
0

'[g15g2:"'9gn]
—(a1+g,-2) —(ag +gn)_
0 0
0 0

1 0 i

On souhaite que la matrice d'évolution libre du systéme en boucle fermée corresponde a une
fonction de transfert ayant D(p) comme dénominateur. Soit :

- dn—l
1
A-BG = 0

0

g1=dy1—ay,
gr=d,p—a,,

gy =dy—a

c) Cas général

- dn—Z

0
1

0

_dl

0
0

1
Par identification, on en déduit immédiatement :

0
0

0

_do_

Dans le cas général, on se ram¢ne a la forme commandable par l'intermédiaire de la

transformation 7 =177, .
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Ce passage s’effectue en deux étapes. On utilise d’abord matrice de commandabilité comme
matrice de changement de base (71 = Co) pour obtenir la forme canonique d’observabilité.
Cette forme permet déja de connaitre les coefficients (ag, ay, ..., a,.1) du numérateur de la

fonction de transfert. A partir de ces coefficients, on crée une deuxiéme matrice 7, de
changement de base définie par :

dp1 App 4p3 - 4

0 1 an_l an_z a2

0O O 1 a,_ a

T2 _ n—1 3
0 O an_l
1 0 0 0 1]

A partir de la matrice 4, de commandabilité, on en déduit le vecteur de gain G, . On retrouve

le vecteur G par la relation G = G,T -1

VI1.3. Reconstruction d'état

Si 1'état X du systéme n'est pas disponible (courant dans un moteur, par exemple), il faut le
reconstruire.

a) Cas du systéme observable

Si le systéme est observable, la reconstruction exacte de X est possible par I'observation des
sorties passées (les n dernieres sorties pour le cas discret). Le probléme est donc résolu.

b) Reconstructeur dynamique

I1 s'agit ici de "simuler" le systéme a partir de l'observation de l'entrée et de la sortie afin
d'obtenir une estimation X du vecteur X.

Dans le cas idéal, X = X . Si ce n'est pas possible, on cherche 4 obtenir lim, ,, X - X =0

Bt

dans le cas déterministe. Dans le cas aléatoire, on cherche a minimiser £ (HX -X

On définit l'estimateur par I'équation :

gX = AX + BU+K(Y -Y).
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L'équation q)A( = AX + BU correspond au modele du systeme. Le terme K(Y —Y)est un
terme correctif basé sur la différence entre l'observation réelle Y et l'observation prédite
Y = CX . La matrice K est une matrice (n, s) de gain.

L'équation de l'estimateur s'écrit donc :
gX =(A-KC)X + BU +KY

Etudions I'écart X = X — X entre I'état simulé X et I'état réel X. On a :
gX =gX —gX =((A— KC)X + BU + KY) - (AX + BU)

En simplifiant par BU et en écrivant que AX =(4A—-KC)X + KCX =(4-KC)X +KY , on
obtient :
gX =(A- KO)X

L'écart entre 1'état simulé et 1'état réel tend vers O si et seulement si la matrice 4 — KC est une
matrice de stabilité.

Pour trouver la matrice de gain K permettant de stabilité la matrice, il suffit d'utiliser le fait

que siA— KC est stable, alors la matrice transposée (4— KC) est aussi stable, la réciproque
étant vrai.

Or (A-KC)T =4” —cTkT)

On retrouve un probléme de la forme du VI.2 : il suffit donc d'appliquer les mémes méthodes
de stabilisation pour le systéme fictif définit par

A AT
BT

Pour obtenir une matrice de gain G appropriée. Ensuite, K est donnée par K = G".

V1.4 Stabilisation par état reconstruit

I1 s'agit de combiner les deux méthodes :
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Vo U | gX=AX+BU
y=cu |-

\

G X non.disponible

\
gX =(A-KC)X + BU +KY

b Y

A-BG -BG B
gX = X+
0 A-KC 0

Y=(C 0)X

X
On montre que le vecteur état X = [)A( Xj vérifie :

On remarque :
a) les deux matrices (A-BG) et (A-KC) de la diagonale sont stables, A4 est stable.

b) A est décomposée selon la commandabilité¢ => X n'est pas commandable.
¢) La fonction de transfert H(p) = C(pl-A+BG)"' du systéme est identique & celle d'une
commande idéale par retour d'état.

ATTENTION : Il peut y avoir un transitoire parasite, le temps, pour l'estimateur, de
déterminer correctement 1'état courant.
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ANNEXE

Inversion de la matrice

Dans le cas général : A7 = comat(A)T

1
det(A4)

Soit Ac la comatrice de 4. Le terme Ac(i,j) s'obtient par :
Ac(i, j) = (=)™ det(4; )
avec Zl-, ; la matrice de dimension (n-1, n-1) obtenu en supprimant la "™ ligne et /™ colonne

de la matrice A.

Calcul de déterminant

. . a b a b 1 d -b
En dimension 2 : det =ad —cb,on a alors : =
c d c d ad —cb\—c a

En dimension 3 :
dogp  dor Ap2

detl ajg a;;  ap |=aga1axn+agandn+tagnanda—aoadnd1—ao1410422 =114 20
dry dp1 Aap
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